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مبرهنة جيول - سنكلير 
واستمرارية التشاكل في جبور - H*‏ - 


* محمد‎ AN) عبد‎ ale 
* و عمار عصام إدريس*‎ 


gaiii 


في هذا البحثء عممت did pro‏ جيول - سنكلير لتشمل ليس فقط جبور باناخ التجميعية فحسب بل جبور باناخ 
غير التجميعية كذلك » إن طريقتنا في توسيع مبرهنة جيول - سنكلير استندت الى جبر المضروبات وأساليب أخرى» 
وهي طريقة قياسية شائعة الاستخدام في المدرسة الاسبانية . 

فضلاً عن ذلك قدمنا مثالا Libs‏ لتعميمنا لمبرهنة جيول - سنكلير النتيجة المعروفة جيدا للعالم رودريكث 
والتي أثبت فيها صواب استمرارية التشاكل الشامل على جبور - *11 غير التجميعية » Lele‏ أن برهاننا Y‏ يختلف [yi‏ 
في خطوطه الرئيسة عن برهان رودريكث. 


تاريخ استلام البحث: 2005/12/6م: تاريخ القبول: 2006/8/2م. 
كلمات مفتاحية: الاستمرارية التلقائية » جبر - .H*‏ 


* 


العشرين مبرهنته الشهيرة التي تنص على أن (semisimple)‏ أي أن تقاطع المثاليات 
التشاكل (homomorphism)‏ بين جبور العظمى للمستقر يكون صفراً » لا تزال قيد 
باناخ يكون مستمرا بشرط أن يكون المستقر الدراسة ونرى - حسب Wale‏ — أنها لم تحل 
للتشاكل with a dense range ) Lass‏ حتى الأن . انظر OO‏ أي أن المسألة تؤول 
(homomorphism‏ وله الخاصية وهي أن إلى الصيغة الاتية : 
يكون تقاطع المثاليات العظمى الموديولية 3 كأن كل من B‏ ,4 جبر باناخ و © 
للمستقر صفراأ e‏ أي أن المستقر يكون Lai‏ تطبيقاً متشاكلاً ذا مستقر a dense ) GS‏ 
شبه بسيط (range homomorphism . (strong semisimple)‏ من A‏ إلى 
B‏ بحيث أن 8 شبه بسيطة . فهل أن © 
أستاذ مساعدء قسم الرياضيات / كلية التربية» جامعة مستمر ؟ 
الموصل - العراق. 
e‏ مدرس مساعد 6 قسم أنظمة الحاسبات / المعهد التقني 
في زاخوء هيئة المعاهد التقنية - اقليم كردستأن T. W. Palmer, “Banach algebra and the‏ .2 
العراق. general theory of *—algebra”, Cambridge‏ 
University. Press, (1994). 1. A. M. Sinclair, “Automatic continuity of‏ 
NT linear operator", Cambridge University.‏ 1 : 
A. R. Villena, “Automatic continuity in Press, (1975).‏ .3 


associative and non-associative context", 
Irish Math. Soc. Bull., 46(2001), 43-76. 
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مبرهنة جيول - سنكلير واستمرارية التشاكل في جبور — H*‏ - 


أي تشاكل شامل من أي جبر باناخ إلى 

: odia يكون‎ B 

ومن الجدير بالتنويه أن البحوث بشأن 
مبرهنة جيول - سنكلير وجونسن وريكارت 
أعلاه اختصت بجبور باناخ التجميعية ونحن 
نرى أنه بالأمكأن دراسة تلك المبرهنات في 
dia‏ كبير وغني lam‏ وهو جبور باناخ غير 
التجميعية » وفعلا تم في كثير من البحوث 
تناول دراسة تلك المبرهنات في الحقول غير 
التجميعية . انظر )€ )6 )090 . 

لقد تناولنا في هذا البحث حقل (الجبور 
غير التجميعية) في موضوع الاستمرارية 
التلقائية للتطبيقات الخطية ودرسنا هذا الحقل 
في مبرهنة جيول - سنكلير المعممة واستطعنا 
تطبيق النتائج التي حصلنا عليها على جبور 
غير تجميعية هامة غير تافهة مثل جبور - 
H*‏ 

elut ودوك‎ due c ro Gets 
نذكر‎ c قفزات عظيمة في هذه الاتجاهات‎ 
أن طريقة الحصول على‎ Ule l’ منها‎ 
خطية معينة‎ diski الاستمرارية التلقائية‎ 


7. A. P. Rodriguez, “The uniqueness of the 
complete norm topology in complete non- 
associative algebra”, J. Functional 
Analysis, 60(1985), 1-15. 

8. A. P. Rodriguez, “Continuity of densely 
valued homomorphisms into H*- 
algebras”, Quart. J. Math. Oxford (2), 46 
(1995), 107-118. 

9. A. M. Sinclair, “Continuous derivations on 
Banach algebra”, Proc. Amer. Math. Soc. 
20 (1969), 166 — 170. 

10. A. R. Villena, “Continuity of derivations 
on H*-algebras", Proc. Amer. Soc. 122 
(1994), 821 — 826. 

11. A. P. Rodriguez, “Jordan structure in 
analysis", in Jordan algebras Proc. Conf. 
Oberwolfach August 9-15, 1992, W. Kaup. 
McCrimmon and H. Peterson (eds) du 
Guryter, Berlin, 1994, 97 — 186. 
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استطاع جونسن )1967( في بحثه JU‏ 
يعطي حلا Gija‏ للمسألة المفتوحة أعلاه 
كالآتي : إذا DIS‏ كل من 4 ,8 جبر باناخ » 
ots as‏ © تی ا S E‏ 
شاملا (surjective homomorphism)‏ من 
A‏ إلى 8 بحيث أن 8 شبه بسيطة . عندئذ 
D OSS‏ مستمراً . 

ومنذ ذلك التاريخ فإن أكثر البحوث في 
موضوعات الاستمرارية التلقائية تستنبط 
افكارها وحلولها من مبرهنتي ريكارت 


وجونسن انظر ©. 


استطاع سنكلير سنة 1979 مع جيول 
تعميم مبرهنة جونسن في بحثهما ‏ كالآتي: 


لتكن oe B‏ باناخ بحيث أن : 
1. 8 ليس لها مثاليات ذات أبعاد منتهية 
غير صفرية معدومة القوى 
(has no non-zero finite‏ 
dimensional nilpotent ideals)‏ 


LY 2‏ مثالية J‏ مغلقة ذات بعد غير منته 
B E‏ يوجد متتابعة 1D, bee cB‏ 


بجي بت أن i id‏ 


- 


(Db,b, b, DJ,‏ من المثاليات 
اليمينية المغلقة (closed right ideals)‏ 
BH‏ تكون متناقصة بثبات 


« عندئذ‎ . (constantly increasing) 


4. B. E. Johnson, *The uniqueness of the 
complete norm topology", Bull. Amer. 
Math. Soc. 73(1967), 537 — 539. 

5 A. M. Sinclair, “Automatic continuity of 
linear operator", Cambridge University. 
Press, (1975). 

6. N. P. Jewell and A. M. Sinclair, 
"Epimorphisms and derivations on 


L (0,1) are continuos", Bull. London 
Math. Soc., 8 (1979), 135 — 139. 


مجلة الزرقاء للبحوث والدراسات- المجلد الثامن- العدد الثاني 2006 


(separating space‏ والذي یرمز له بالرمز 
S(T)‏ أو 6 بالشكل الاتي : 


&T)-|yeY:3x) cX, img) نك ((بجإلتصة,0-‎ , neN 

نعرف الطيف لعنصر © في جبر معياري 

المجموعة Sp(A,a@)‏ الجزئية من الأعداد 
المعقدة والمعرفة كالآتي : 


Sp(A,a) = (Ae C: [ه-ة‎ e Sing(A)} 
هي مجموعة العناصر التي‎ Sing( A4) Gus 
وتكتب‎ A ليس لها نظير (معكوس) في‎ 

. إذا لم يكن هناك التباس‎ Sp(a) 


وكذلك نرمز للتماثل (isomorphism)‏ 
بالرمز 

سوف نرمز لحقل الأعداد المعقدة أو 
الحقيقية بالرمزن K‏ وإذا لم يكن هناك التباس 
NES‏ 

أخيرا :خلال .هذا البحك عنما S‏ 


~ 


جبور معيارية ALAS‏ نعني بذلك بأنها جبور 
باناخ ليست بالضرورة تجميعية وعندما نذكر 
جبور باناخ فقط نعني بذلك بأنها جبور باناخ 


0 


Closed مبرهنة البيأن المغلق:‎ 1.2 
Graph Theorem 
YX 
T:X >Y 
T G(T) 
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Ju)‏ تشاكل او اشتقاق) في جبور باناخ ليست 
بالضرورة تجميعية تختلف عما هو مألوف في 
الطرائق التجميعية وسنتناول في الفقرة الثالثة 
من هذا البحث تلك الطريقة بشيء من 
التقصيل» ولمزيد من التفصيلات يمكن 
الرجوع إلى 009 عن الطرائق التجميعية 
وغير التجميعية في هذا المجال › وقد 
خصصت الفقرة الرابعة لتقديم مثال تطبيقفي 
يبرهن صواب تعمميم مبرهنة جيول - 


2. تمهيد 
سان e‏ ااا ر اها 
والمبرهنات الضرورية Lia ga CLAY‏ 


إذا كأن | .| معياراً على الجبر A‏ 
فيقال أن الزوج )|. ,4( هوجبر 


(normed algebra) jux‏ إذا تحقق الشرط 


a,beA لكل‎ 
a. Sal. lb | 


وإذا كأن كل من Y,X‏ فضاء باناخ » و 
7 ج ¥ T:‏ تطبيقاً خطياً . عندئذ d‏ 
فضاء الأأفصال ‏ لا of T) T‏ 


12. M. Cabrera, J. Martinez and A. P. 
Rodriguez, “Non-associative real H*— 
algebra", Publ. Mat. 32(1988),267-274. 

13. A. P. Rodriguez, “Jordan structure in 
analysis", in Jordan algebras Proc. Conf. 
Oberwolfach August 9-15, 1992, W. Kaup. 
McCrimmon and H. Peterson (eds), du 
Guryter, Berlin, 1994, 97 — 186. 


مبرهنة جيول - سنكلير واستمرارية التشاكل في جبور — H*‏ - 


V n2k 
(R,...R,5(®)) =(R,...R,6(®)) 


-البرهان: انظر U9)‏ , مبرهنة 1771-6( 


2. 5 مساعدة 

لیکن كل من YX‏ فضاء باناخ » وليكن 
© تطبيقاً خطيا شاملاً من X‏ إلى 7 
ولتكن (Pj,‏ متتابعة من مؤثرات خطية 
مستمرة على > تقترب تحت المعيار على 
BLOX)‏ إلى الصفر . إذا كانت (G, J‏ 
متتابعة من مؤثرات خطية مستمرة ومتراصة 
على Y‏ تقترب إلى مؤثر خطي متراص G‏ 
على Ge Y‏ أن المساواة © 6= OF‏ 
صحيحة لكل Mac. NEN‏ 

Sp(G) = {0} .‏ 
-البرهان : انظر )07 , صفحة 110( 


2. 6 مبرهنة US‏ - هيكمن : Nagata-‏ 
Higman Theorem‏ )18( 
ليكن A‏ جبراً ولتكن 7 مثالية ل A‏ 
بحيث أن لكل YET‏ يوجد Moe‏ صحيح 
موجب p‏ يحقق 0= x^‏ . عندئذ يوجد عدد 


صحيح موجب k‏ بحيث أن |10 = I‏ . 


16. T. W. Palmer, “Banach algebra and the 
general theory of *—algebra", Cambridge 
University. Press, (1994). 

17. A. P. Rodriguez, *Continuity of densely 
valued homomorphisms into — H*— 
algebras", Quart. J. Math. Oxford (2), 46 
(1995), 107-118. 

18. N. Jacobson, “Structure of rings", Amer. 
Math. Soc. Colloquium Publications 38, 
providence R. I. (1968). 
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(4: (Proposition) 4.28 2 .2 


لیکن كل من YX‏ فضاء باناخ » وليكن 
links ©‏ خطياً من × إلى Y‏ فأن : 
1. التطبيق © مستمر إذا وفقط إذا كأن 
}0{ = )®(6 . 
2 إذا كأن كل من T‏ و ۸ تطبيقين خطيين 
مستمرين على Y.X‏ على الترتيب 
وكأن : 
OT = RỌ‏ 
فان 
RS5(®) c (D)‏ 


2. 3 مساعده (Lemma)‏ , )5( 
ليكن A‏ و8 جبور معيارية. إذا 
كانت A — B‏ : © تشاكلاً شاملا فأن E(P)‏ 

تكون مثالية مغلقة ل 8 . 


Theorem 
إلى 7 + إذا كانت‎ X من‎ Glas تطبيقاً‎ © 


Sinclair 


المتتابعتان 
{T, Jev € BL(X)‏ 
{R, Jey c BL(Y)‏ 
تحققان الشرط الاتي : 
VneN OT = R,®‏ 


فعندئذ يوجد ate‏ صحيح ۸ بحيث أن : 


14. A. M. Sinclair, “Automatic continuity of 
linear operator”, Cambridge University. 
Press, (1975). 


15. A. R. Villena, “Continuity of derivations 
on H*-algebras", Proc. Amer. Soc. 122 
(1994), 821 — 826. 
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2. 7 مبرهنة جيول - سنكلير التجميعية : 
Jewell-Sinclair Theorem‏ 
لتكن oe B‏ باناخ بحيث أن : 
1 ليس لها مثاليات ذات أبعاد منتهية غير 
صفرية معدومة القوى . 
2. لأية مثالية [ مغلقة ذات بُعد غير منته 
ل 8 يوجد متتابعة Bu C B‏ 
بحبللس ست أن المتتابى ةة 
(b b, BY boy‏ من المثاليات 
اليمينية المغلقة ل 8 تكون متناقصة 
بثبات. عندئذ أي تشاكل شامل من أي 
جبر باناخ إلى 8 يكون مستمراً . 


البرهان : انظر )07 , مبرهنة 18-1-6) 


°°) : (Proposition) قضية‎ 8 .2 


ليكن كل من 8,4 جبور معيارية »› 
وليك B. audi‏ — 4 دل تشافلا Suns‏ 
عندئ ذ يكلو التطبيق 
M(B)‏ > (14)4: © تشاكلاً Sura‏ 
على (Bay‏ العلاقة + 


DoF =O(F)o® 
FeM(A) 5 


القضية الآتية تعود إلى ميغيل كابريرا 
لإحدى محاضراته في التحليل غير المنشورة 


19. T. W. Palmer, “Banach algebra and the 
general theory of *—algebra”, Cambridge 
University. Press, (1994). 

20. A. P. Rodriguez, “Continuity of densely 
valued homomorphisms into H*- 
algebras”, Quart. J. Math. Oxford (2), 46 
(1995), 107-118. 
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ليكن A‏ جبراً. نرمز لجبر المضروبات 
3 بالرمز 
M(A)‏ ويعرف بأنه الجبر الجزئي من 
jell) L(A)‏ التجميعي الجميع CH fp al)‏ 
(A 4 oe bal‏ وا cl pully‏ 


algebra) 


: الخطية الاتية‎ 
L,» R 2g IH, 
إذ‎ 
ج كه : را‎ A (left | multiplication 


operator on A byan element a in A) 
xi L(x) = ax 
R,:A— A (tight 

operator on A by an element a in A) 
xr R,(x) = xa 

1d : ج ك4‎ A 


multiplication 


x> Id ,(x) = x (identity operator) 
x,aeA لكل‎ 

هي مؤثرات ضرب يسارية ويمينية وذاتية 
على التوالي. 

وليكن A‏ جبرا ولتكن J‏ مثالية ل -A‏ 
نرمز لمثالية جبر المضروبات M(A)‏ 
لك A‏ النودة RI Labs ch sal‏ 
لكل xel‏ بالرمز M,‏ . كما تكقتب M,‏ 
بالشكل 


(x,y, € I) 


Me, ج4‎ A 
aM, y, (a)= x, ay; 


(two-sided multiplication operator 
on A by the elements x,,y, in A) 


مبرهنة جيول - سنكلير واستمرارية التشاكل في جبور — H*‏ - 


في 4 بحيث أن 
aeA‏ ; 0 ج((م) {F‏ 


= ®(F (a) T$a) 
لكل‎ T(P(a)) €5(®) وهذا يعني أن‎ 
ع بمعنى أن‎ 4 US, Te 5(®) 


ó($)((A4) c ó($) 

وبما أن التطبيق © شامل de‏ على 
أن 

ó($)(B)có(9). 


2 إذاكأن {a} s beó(b)‏ متتابعة 
تقترب إلى الصفر في 4 بحيث أن 
مج {O(a,)}‏ 
فأن | LL,‏ هي متتابعات تقتترب إلى 
الصفر في M(A)‏ بحيث أن 


e, )}= ies جز‎ L, 

2: الأنقضاك نت‎ es a 

وخاصية المؤثر oR‏ ] وهذا يؤدي إلى 

أن L,€5(@)‏ . وبطريقة مماثلة نجد 
أن .R,€d(®)‏ 


The Main النتائج الأساسية‎ .3 
Results 
حون‎ Mia jad Luan في هذا رة‎ ptt 
ee 
وليس هدفنا‎ f ener omer B أن‎ 
À jean lis جور‎ Aul در‎ I pull من هذا‎ 
. Laj فحسب بل جبور باناخ غير التجميعية‎ 
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)21 والتشي أيضا يمكن إيجادها بدون 
ağ‏ ضيحات في المصدر (22, 


2. 9 قضية : 
ES EO 1‏ من جيكق 
Gols‏ 4 إلى جبر معياري OM « B‏ 


5(®)(B)c5(®) «1 
Lay UR; CO(®) 2 


M(B) 3‏ ج  : M(A)‏ هو تشاكل 
شامل وأن 
- البرهان : 


T eó() osi 11‏ ول تكن 
(F, C M (A)‏ متتابعة من المؤثرات 
المستمرة في M (A)‏ بحيث أن 
e ET, {F}0‏ 
تعريف فضاء الأنفصال ل © [ 


ومن خواص المتتابعات نحصل على أنه 
GY‏ عنصر ae A‏ فأن : 

{F (a)}> 0 

(CF, (a) } = (O ° F,Xa)} 

= (@(F,)o®)\a) 

= I(E )(®(@)}> T(@(a)) 


21. M. Cabrera, Lectures notes in analysis, 
University of Granada,(2000) 

22. A. P. Rodriguez, “Continuity of densely 
valued homomorphisms into H*- 
algebras”, Quart. J. Math. Oxford (2), 46 
(1995), 107-118. 
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المغلقة ل 8 تكون متناقصة ciis‏ . عندئذ› 
يكون أي تشاكل شامل من أي جبر معياري 
Sas‏ إلى B‏ مستمرا. 
البرهان: 
الحالة الأولى: نفرض أن كلا من 4 ,8 os‏ 
باناخ و B‏ ج 4 USUS p:‏ شامل. 
Lay‏ أنه إذا كانت 8 تجميعية و7 مثالية 
ل8 منتهية البعد بحيث أن 


نحصل على 
M =J M, ?‏ 


i=l 
X,Y, ET 
=M, tM, +... 


Xp 


=M 


AF. +AXy pest Yn 


- 
X,Y 


+M 


X, > Yn 
; xyel 


13 كانت 


sso M, =0 

وعليه لكل beB‏ نحصل على 
(M, , ...M, , )(b)=0‏ 

ES oko X bY accysu 


X% V1 si 


بوضع 
z=by,el‏ 
Xj... X ZY, y, = 0‏ 
ومنه نجد أن 


0=[ > 0= "ل 


والأن , بتطبيق مبرهنة جيول - سنكلير 
التجميعية (7-2) نحصل على أن © 


5 


مسدمر . 
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أن المشكلة الأساسية في توسيع مبرهنة 
جيول - سنكلير لتشمل الجبور غير التجميعية 
هو فقرها إلى هيكلية تحليلية وجبرية تمكننا 
من إثبات هدفنا وهو استمرارية التشاكل بين 
تلك الجبور » فمثلا ليس للطيف (Spectrum)‏ 
في الجبور غير التجميعية معنى بسبب كون 
العناصر في الجبور غير التجميعية قد يككون 
له معكوسأن وعليه لا يمكن استخدام جميع 
المبرهنات والقضايا المتعلقة بالطيف في 
الجبور غير التجميعية » ومن الجدير بالذكر 
أن المبرهنات التي يستخدم فيها الطيف تعد 
محور مهم في موضوع الاستمرارية التلقائية 
(انظر برهان مبرهنة جيول - سنكلير 
التجميعية) » لم يتمكن الباحثون - على حد 
Gale‏ - من ايجاد طريقة بديلة تعوض 
استخدام المبرهنات التي يستخدم فيها الطيف › 
لذا حاول الباحثون جميعاً نقل تلك الجبور 
داخل جبور تجميعية ليتمكنوا من الاستفادة من 
المبرهنات التي يستخدم فيها الطيف فضلاً عن 
المساعدات والقضايا الاخرى « وبالامكأن 
تشبيه هذه الطريقة ببناء جسر بين الجبور غير 
التجميعية و الجبور التجميعية. 


3. 1 مبرهنة جيول - سنكلير المعممة : 
لیکن B‏ جبراً معيارياً كاملا بحيث أن: 
1. لأية مثالية 7 ل 8 منتهية البعد بحيث أنه 

يوجد عدد طبيعي N‏ > ۸ يحقق 0= M;‏ 
فأن 120 . 
dy 2‏ مثلية مغلقة 7 ل B‏ غير cad Agua‏ 
يوجد منتابعة (8) 211 € {T, Jey‏ من 
مؤثرات خطيه على B‏ بحيث أن idid‏ 
(TT, T)‏ من المثليات اليمينية 


neN 


مبرهنة جيول - سنكلير واستمرارية التشاكل في جبور — H*‏ - 


وبتطبيق مبرهنة سنكلير (4-2) نحصل على 
تناقض وذلك بوضع 4 = X‏ , قرح 7 , 
=R, 25, =T, © - ©‏ ,1, اذن يجب 
أن تكون (6)0 منتهية البعد . 

وبحسب القضية (9-2) نحصل على 
ó($)(B) c ó(o) ...)1(‏ 
M Raa U Lao CO(®) ...)2(‏ 


sœ — Aiso) 5(®) 1‏ 
Tox‏ في Mu,‏ . حسب )2( 
T eó($) c M(B) = (M )((‏ 
حيث أن 4 شامل. 
ومنها نستنتج وجود SeM(A)‏ بحيث 
أن 
T -ó(S)‏ 
لاحظ أن ()8ح'7 يؤدي إلى وجود 
M(A)‏ ح [ ,كل بحيث أن 


F مج‎ 
وكذلك‎ 
$Q(F)OT 
وهذا يؤدي إلى‎ 
FS>0 
SUAS , 
O(F )®(S) > TH(S) 
وهذا يكافئ‎ 
FS>0 
وكذلك‎ 
O(F.S)>T° 


من )1( نحصل على أن 7 لها مستقر ذو بعد 
منته (finite dimension range)‏ . 

والآن وبتطبيق المساعدة )5-2( بوضع 
X= 4, ye © =‏ 
{FS = {FS}‏ متتابعة من مؤثرات خطية 
مستمرة على A‏ وتقترب من الصفر. 
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أما إذا كانت J‏ مثالية ل 8 غير منتهية 
البعمد تنح صل على أن المتتابعة 
(1B... DS‏ متناقصة بثبات لأنه إذا 
وضعنا 
ات ا ضر 

T(I)- L, (1) 

نحصل على المطلوب € ومرة أخرى حسب 
مبرهنة جيول - سنكلير التجميعية )7-2( 
نحصل على أن © مستمر. 


الحالة الثأنية: نفرض أن كلاً من 8,4 
جبور معيارية AUIS‏ و8 ج 4 : 0 هو 
Oasis‏ 
حسب القضية )8-2( نحصل على 
®:M(A)> M(B)‏ 

ed اکل تافل‎ gs 

حسب المساعدة )3-2( فإن ca me‏ 
SÔ), SD)‏ هي مثالية مغلقة 3 B‏ 
ول (14)8 على التوالي . 

الآن » نفرض أن (©)5 غير منتهية 
البعد. 
بحسب الفرضية ¢ يوجد متتابعة 


ÍT, ba, © M(B) 


بحيث أن 
} -((76)0... 10 


وبماأن © شامل نحصل على أن 
لكل 77 ne‏ ولكل (14)8 »© 7 يوجد 
F, e M(A)‏ بحيث أن 
O(F,)=T,‏ 
ويحقق العلاقة 
© ه DoF =T,‏ 


مجلة الزرقاء للبحوث والدراسات- المجلد الثامن- العدد الثاني 2006 


وشكوك عن جدوى توسيع مبرهنة جيول - 
سنكلير وذلك من خلال تقديم مثال تطبيقي 
لتعميمنا لمبرهنة جيول - سنكلير نستخدم فيه 
حقلا هاما غير تافه وهو جبور ic. H*-‏ 
أن قدم امبروس OPEN (A. Ambrose)‏ 
سنة 1945 عن جبور H*-‏ التجميعية cle)‏ 
الحقل (C‏ وتمهيده للنظريات الهيكلية التابعة 
لها » بدأ حقل جبور H*-‏ يتطور في 
اتجاهات عدة أهمها: 


LT‏ في المحتوى التجميعي 
أوجد كابلأنسكي (I. Kaplansky)‏ 
جبور- H*‏ الحقيقية التجميعية OY‏ 


هبكلبة 
a‏ 


(P. Saworotnow) تنو‎ 5) sls وعرف‎ 


موديلات هلبرت على جبور — H*‏ 
التجميعية وبدأ بدراستها 09 


cave فى المنكتوى غير‎ II 
أثر‎ (A. Ambrose) كأن لأفكار امبروس‎ 
ان ر‎ c غير تن سكول‎ 
التجميعي لأصناف مشهورة ومهمة مثل‎ 
C7 à ball P? (Jordan) جبور جوردن‎ 


23. W. Ambrose, “Structure theorems for a 
class of Banach algebras" Trans. Amer. 
Math. Soc. 57 (1945), 364-386. 

24. I. Kaplansky, *Dual rings" Ann. Math.49 
(1948), 689-701. 

25. P. P. Saworotnow, “A generalized Hilbert 
space", Duke Math. J. 35 (1968), 191-197. 
26. C. Viola Devapakkiam, “Hilbert space 
method in the theory of Jordan algebras 
IT", Math. Proc. Camb. Phil. Soc. 79 (1976), 

307-319. 

27. D. G. Perez, "Structure theorems for 
alternative H*-algebra", Math. Proc. 
Camb. Phil. Soc. 94 (1983), 437-446. 
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{G,}= (O(F,5)}‏ متتابعة من مؤثرات 
خطية مستمرة ومتراصة على B‏ (السبب لكل 
O(F,S)=O(F,)T neN‏ ولكقل 
8 ند صل عا یىی 
Ô(F Sx) = O(F)T(x)‏ وهذا يعني 
أن التطبيق OCF S)‏ له مستقر ذو بعد منته 
وعليه يكون متراصاً) تقترب إلى مؤثر خطي 
متراص =T?‏ © » نحصل على 


Sp(T^) = {0} 
O(@D) الأنفصال‎ clad ad نفرض أن‎ 
هوم ء أي أن‎ 
dim 5() = p 
نجد أن‎ Ale 
dim(5(®)) > p 


Ade;‏ 77 تحقق متعددة حدود من الرتبة 
1+م Sp(T*) = {0} oY‏ 
وهذا يعني أن 


(r’y" =0 


TT??? - 0‏ 
las‏ أن p‏ لا تعتمد على 7 › وبتطبيق 
مبرهنة نكاتا - هيكمن (6-2) نحصل على : 


أي أن 


neN : Mj, =0‏ 3 
وبحسب الفرضية )1( من المبرهنة نحصل 
على 
ó() = )0(‏ 
وبحسب القضية )2-2( فرع )1( يكون 
التطبيق © مستمرا . 


4. دراسة تطبيقية على جبور — H*‏ 
سنقدم من خلال هذه الفقرة الإجابة عن 
عدد مما قد يتبادر إلى ذهن القارئ من أسئلة 


مبرهنة جيول - سنكلير واستمرارية التشاكل في جبور — H*‏ - 


ونعرف التشابك على الجبر 4 بأنه 
التطبيق * من 4 إلى 4 و يحقق الشروط 


: الاتية‎ 
(a+b) =a +b 
(Aa) =Aa 
(ab) =b a 
(a) =a 
Va,beA,AeK 
لجف ري‎ fences SEN ME 
. (algebrainvolution) 


لتوضيح QUAM‏ التطبيقي سنحتاج إلى عدد 
من المصطلحات والقضايا والمبرهنات ونبدأ 
بالآتي : 


يقال إن الجبر 4 هو أولي إذا كأن لأي 
مثاليتين I,J‏ ل 4 بحيث أن LJ=0‏ 
يؤدي إلى 7-0 أو J=0‏ . ويقال إن 
A‏ بسيطة تبولوجياً إذا كأن x0‏ ”4 وإذا لم 

فإذا كأن A‏ جبراً (على الحقل (K‏ 
ونعرف مركز (Center of A) A‏ الذي 
يرمز له بالرمز Cent(A)‏ بالصيغة : 

Cen(A) = {x e A:xa=ax V ae A 

,(bc)a=b(ca)V a,b,c e A} 

وإذا كأن A‏ جبراً أولياً (K diali te)‏ 
ونع رف المرككز s‏ ——& 
(Extended Centeroid)‏ الذي يرمز له 
C(A) jal‏ +الصيحة Ag‏ 

C(A)={f: [ ج‎ A: f(xa) = f(x)a 
,S(ax)=af(x) ,VaeA,xelj 
A يةك‎ yb Alte 17 أن‎ ye 
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فضلا عن ل مالسيف C9 (Mal’cev)‏ 


ووضع كوينكا و رودريكث ) Cuenca‏ 


g yill الجأنب‎ (and 
( C 53) غير التجميعية العامة‎ IT*- gia! 


Rodriguez 


ويجدر بالذكر هنا » أن دراسة جبور- H*‏ 
غير التجميعية يمكن أن تتحول على نحو سهل 
Se pie a E ue‏ 
صفرياً ويبقى التحول إلى دراسة جبور- H*‏ 
التي تكون تبولوجياً بسيطة هي الحالة 
[E2696 conga esu ee‏ والآن 
نذكر القاريء بأهم التعاريف والقضايا التي 
نحتاج إليها في مثالنا التطبيقي. 

يعرف جبر- al (K dial) ule) H*‏ 
جبر A‏ غير التجميعي (على الحقل (K‏ مع 
التشابك * (involution)‏ الذي يسمى تشابك 
H*- us‏ ل 4 . كما يمكن أن يعرف على 
أنه فضاء هلبرت ule)‏ الحقل (K‏ بحيث أن 
الجداء الداخلي ( 

(xy,z) = zy") = (y,x'z) Vx,y,zeÁA 


, ) يحقق الاتي : 


28. M. Cabrera, J. Martinez and A. Rodriguez, 
“Mal’cev H*-algebra”, Math. Proc. Camb. 
Phil. Soc. 103 (1988), 2905-2945. 

29. J. A. Cuenca and A. P. Rodriguez, 
“Structure theory for non- communicative 
Jordan H*-algebra”, J. Algebra 106 
(1987). 22-34. 

30. M. Cabrera, J. Martinez and A. P. 
Rodriguez, “Hilbert modules over H*— 
algebra in relation with Hilbert ternary", 
in workshop on non-associative algebraic 
models, Nova Science Publisher, New York 
(1992), pp. 33 — 44. 

31. J. A. Cuenca and A. P. Rodriguez 
“Isomorphisims of  H*-algebra", Math. 
Proc. Camb. Phil. Soc. 97 (1985), 93-99. 

32. A. P. Rodriguez, “Continuity of densely 
valued homomorphisms into — H*— 
algebras”, Quart. J. Math. Oxford (2), 46 
(1995), 107-118. 
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4. 2 مساعدة . )64 


ليكن A‏ جبراً LUI‏ مغلقاً مركزياً بحيث 
أن 1< e n dim(7'(A))‏ 
TOY il‏ تنتمي لجبر 
ic A cues MCA acad‏ 


T, 


pd, duh C, =0, VneN 


4 3 مساعدة . )65 


ليكن D‏ جبرا ولنفرض وجود ثنائي 
خطي غير مولد متناظر تجميعي بالصيغة 
be)‏ في D‏ . عندئذ : 
1( يوجد تشابك جبري وحيد # في جبر 
المضروبات M(D)‏ يحقق ما يأتي : 
É=R, , R=L, VdeD‏ 
2( لكل ر ,× D‏ ولكل T‏ في (2) ۸11 
تكون المساواة الآتية صحيحة 


(Tx ,y}=(x,T*(y)) 


G6 : مبرهنة‎ 4 4 


- للمعدومة له و جبر‎ (orthognal sum) 
dins معدومة‎ H* 


34. A. R. Villena, “Continuity of derivations 
on H*-algebras", Proc. Amer. Soc. 122 
(1994), 821 — 826. 

35. A. P. Rodriguez, “Continuity of densely 
valued homomorphisms into H*- 
algebras”, Quart. J. Math. Oxford (2), 46 
(1995), 107-118. 

36. A. R. Villena, “Continuity of derivations 
on H*-algebras", Proc. Amer. Soc. 122 
(1994), 821 — 826. 
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لاد لظ أن الادتسواءات 
آلاتية Kc Cent(A) c C( A)‏ معطاة 
حسب التطبيقات المعرفة كآلاتي : 
K — 4 Cent(4) +> C(A)‏ 


eee 


وهذه التطبيقات هي تطبيقات متشاكلة ومتباينة 


. (injective and homomorphism) 


ويقال أن 4 مغلق مركزياً (على 
الحقل (K‏ إذا كأن لكل مثالية T‏ غير صفرية 
ل4 ولكل تطبيق خطي 4 ج [: /ر يحقق 


f (xa) = f (x)a, f (ax) = af (x) 
V xel,aeA 

AeK ag‏ بحيث أن عنة - («) كر 

لكل xel‏ وبعبارة أخرى × 2 (لم)0) . 

بقي أن نذكر بأن معدومة A‏ تعرف 

بالشكل الاتي: 

Ann(A) = {x e A: L, =R. =0} 

رقفل urn ica ec d up‏ إذا 
Ann( A) = {0} ols‏ . 


4. 1 مساعدة : )63 

لیکن A‏ جبراً معيارياً كاملا ولتكن B‏ 
جبراً -*8 معدومة صفرياً و بسيطة 
تبولوجياء وليكن التطبيق © شاملاً من A‏ 
إلى 8 » أن وجد عنصر غير صفري في 
جبر المضروبات M(B)‏ ذو مستقر منتهي 
الع ع كوف Asta (Dr GUL)‏ 
A. P. Rodriguez, “Continuity of densely‏ .33 
valued homomorphisms into — H*—‏ 


algebras”, Quart. J. Math. Oxford (2), 46 
(1995), 107-118. 


مبرهنة جيول - سنكلير واستمرارية التشاكل في جبور — H*‏ - 


البرهان : 
نفرض أولا أن B‏ بسيطة تبولوجيا. 
وبتطبيق المبرهنة (6-4) نجد أن B‏ هو جبر 
أولي مغلق مركزياً. والأن Gist M(B)‏ 
أحد الاحتماليين الآتيين : 
(i)‏ يوجد عنصر في M(B)‏ له مستقر ذو 
بعد منته . 
ama (ii)‏ عناصر M(B)‏ لها مستقرات ذات 
أبعاد غير منتهية . 


برهان yp Si © (i)‏ مستمرة حسب 


المساعدة (1-4) . 

بحيث أن 
E,‏ 0س TOP‏ 
PT TC 20 aA)‏ 


وباستخدام حقيقة كون أن US‏ جبر H*—‏ معدوم 
وبحسب المساعدة (3-4 (1)) يوجد تشابك 
جبري # على جبر المضروبات M(B)‏ 
ويحقق الخاصية الآتية: 
VbeB...(5)‏ 


d RST,‏ رد رآ 


NEN صحيح موجب‎ Me x إذا‎ > Vii 


T* (B) .6) 


n+l 


بمعنى أن المتتابعة M(B)‏ © .7/1( 


n 


Dor eru 


تكون مستقرة . 
یمان 0 =0 77 کس 
)3(« والتطبيق (.,.) غير مولد نحصل على 
0=(B,T,,,...T(C,))‏ 
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4. 5 مبرهنة : )97 


كل جبر -*77 معدوم صفريا يكون 
عبارة عن أنغلاق تعامد مجموع المثاليات 
المغلقة الصغرى للجبر-*7/. وهذه المثاليات 
هي جبور H*-‏ بسيطة تبولوجيا . 


4. 6 مبرهنة : 
جبور H*-‏ التي تكون بسيطة تبولوجيا 
والمعرفة على dia‏ الأعداد المعقدة تكون 
جبور أوليه مغلقة مركزيا . 
تعميم مبرهنة جيول - سنكلير وهي مبرهنة 
عائدة إلى العالم رودريكث (نظرية 5 - (O°)‏ 
أثبتت استمرارية التشاكل الشامل بين 
الجبور المعيارية الكاملة. 
جيول - سنكلير المعممة لا يختلف كثيراً في 
خطوطه الرئيسة عن برهان رودريكث . 


4. 7 مبرهنة : (المثال التطبيقي) 

لیکن كل من 8,4 جبور H*-‏ (على 
حقل الأعداد المعقدة) » وليكن التطبيق © 
dà. B uU A Ge Delay SSL‏ كانت 


D ae jaca oneal‏ مستمرة. 


37. A. R. Villena, “Continuity of derivations 
on H*-algebras", Proc. Amer. Soc. 122 
(1994), 821 — 826. 

38. A. P. Rodriguez, “Continuity of densely 
valued homomorphisms into — H*— 
algebras", Quart. J. Math. Oxford (2), 46 
(1995), 107-118. 
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(مبرهنة 4-4) وأن © تشاكل نحصل على 
@(Ann(A)) c Ann(B) = {0}‏ 
dll,‏ يمكن اعتبار A‏ جبر- H*‏ 
معدوما صفرياً تحت التطبيق D‏ بتطبيق 
المبرهنة 5-4 » إذا كانت M‏ مثالية i iua‏ 
صغرى ل B‏ فإنه يوجد مثالية مغلقة 
DM hess AAT woe‏ 
lay‏ أن M‏ هي بسيطة تبولوجياً » لذلك 
حسب الجزء الأول من لبرهان نحصل على 
أن التطبيق © يكون مستمرا . 
نفرض أن (6)6 ine (b ٤‏ يوجد 
متتابعة {a}‏ في A‏ بحيث أن 
lina, =0,lim ®(a,) =b‏ 
ods‏ » لكل 14 ©« يوجد xeJ‏ بحيث 
أن O(x)=y‏ وعليه daxi‏ 
=lim D(a, x)‏ 0 
=lim®(a,)O(x) =by‏ 


D و © مستمرةو‎ axel o 
] تشاكل‎ 

وبالطريقة نفسها da~‏ على 0= 6[ . 
ومنه ان ستتج أن 
GY 0 = Mó() = 6(®)M‏ مثالية 
مغلقة صغرى M‏ ل B‏ . أي أن 
ak; 0= 886)8( - 28‏ نحصل 
على Ann(B)‏ (5)0 . لذلك يكون 
Ó(D)- 0‏ . بتطبيق مبرهنة البيأن المغلق 
نحصل على أن التطبيق © يكون مستمرا . 
وبهذا ينتهي البرهان. 
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EEE 
[باستخدام تعريف التشابك الجبري]‎ 
ا‎ 
]))2(3-4( [بحسب المساعدة‎ 
-( ا ا‎ 
تعريف التشابك الجبري]‎ caus] 
- ax, 
التطبيق <.,.> مستمر]‎ GY] 
(NT 
[(6) =a] 
S T BIO 
[ بحسب تعريف الانغلاق‎ [ 


رهبت لاك )8-4 )2( تحمل ل : 


ا SUB‏ 
(B,T,...T.(C,))‏ - 
[باستخدام تعريف التشابك الجبري] 
وهذا تناقض لأن 
TT, ...T.C,#0‏ 
Mae‏ نجد أن لكل NEN‏ توجد متتابعة 
T° (Bf‏ من المثاليات اليمينية 
المغلقة متناقصة بثبات « وبتطبيق مبرهنة 
جيول - سنكلير المعممة نجد أن التطبيق © 
الحالة العامة وهي أن تكون B‏ معدومة 
ضفري esti‏ من acl‏ الأول من ha jal‏ 
والمبرهنتين 4-4 « 5-4 كالاتي: 
بما أن كل جبر H*—‏ هو جمع متعامد 
للمعدومة له و جبر ie H*—-‏ ا عفري 


مبرهنة جيول - سنكلير واستمرارية التشاكل في جبور — H*‏ - 


10( 


11) 


12) 


13) 


14) 


15) 


16) 
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Jewell-Sinclair theorem and the continuity 
of homomorphism on H*- algebras 


Amir A. Mohammed 
Ammar I. Edrees 


Abstract 


In this paper, we generalize the Jewell-Sinclair theorem to include not only 
associative Banach algebras but also the nonassociative Banach algebras. Our methods 
in extending the Jewell-Sinclair theorem is based on the theory of multiplication algebra 
of an arbitrary algebra and another techniques, which is the standard method in the 


nonassociative context in the Spanish school. 


Furthermore, we give as an application, example of our generalization of the 
Jewell-Sinclair theorem, the well-known result proved by Rodriguez that asserts the 
automatic continuity of a surjective homomorphisim on a nonassociative H*- algebras. 
Our proof is based on essence the same lines of Rodriguez's proof. 
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